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УДК 512.542 

О S-КВАЗИНОРМАЛЬНЫХ ПОДГРУППАХ В КОНЕЧНЫХ ГРУППАХ 
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ON S-QUASINORMAL SUBGROUPS IN FINITE GROUPS 

S.Yu. Bashun, E.М. Palchik 

Polotsk State University, Novopolotsk 
 

Исследуется строение конечной группы G, у которой ее собственная подгруппа H перестановочна со всеми подгруп-
пами Шмидта группы G (тогда H называется S-квазинормальной подгруппой).  
 
Ключевые слова: группа Шмидта (минимальная ненильпотентная группа), перестановочные подгруппы, разрешимая 
группа. 
 
The structure of a finite group G with a proper subgroup H which is permutable with all subgroups of Schmidt of group G (then 
H is called S-quasinormal subgroup) is investigated.  
 
Keywords: Schmidt group (minimal nonnilpotent group), permutable subgroups, solvable group. 

 
 

Введение  
Рассматриваются только конечные группы.  
Одним из первых вопросами перестановоч-

ности подгрупп в конечной группе занимался 
О. Оре [1]. Существенный вклад в это направле-
ние внес О. Кегель [2], [3]. Например, в [3] он 
доказал субнормальность собственной подгруп-
пы, перестановочной со всеми силовскими под-
группами группы. Отметим, что строение конеч-
ных групп, у которых некоторые подгруппы пе-
рестановочны с подгруппами Шмидта (мини-
мальными ненильпотетными группами), иссле-
довалось в работах [7], [16], [17] и других. В 
данной работе исследуется нормальное строение 
конечной группы, у которой собственная под-
группа перестановочна со всеми подгруппами 
Шмидта в группе.  
 

1 Обозначения и терминология  
В статье используются стандартные обозна-

чения и терминология, которые можно найти в 
работах [4], [5]. Некоторые используемые обо-
значения (в том числе и новые) приведем для 
удобства чтения: 

– ( )H  – множество всех подгрупп Шмид-

та в подгруппе H  (если H G   то ( ) );G    

– H H    означает, что H  перестановоч-
на с каждой подгруппой из    

– GH  – наибольшая нормальная подгруппа 

группы G  лежащая в подгруппе H    

– GH  – порождение всех сопряженных с H  
в G  подгрупп;  

– субнормальная подгруппа – член субнор-
мального ряда группы (ряд групп 

1 2 1 11 i i n nG G G G G G G             

называется субнормальным, если 1i iG G   для 

всех 1 1);i n    

– H G  ( )H G  – подгруппа H  нор-

мальна (субнормальна) в G   
– ( )G  – множество попарно различных 

простых делителей порядка группы G   
– pd-группа – группа, чей порядок делится 

на простое число p;  
– pG  – силовская p -подгруппа группы G   

– p-замкнутая группа – группа G  с pG G   

– ( )R G  – наибольшая нормальная разреши-

мая подгруппа группы G   
– примарная (бипримарная) группа – группа 

G  с ( ) 1G    (c ( ) 2);G    

– секция в G  – фактор-группа A B   где 
B A G    

– ( )G  ( ( ))Z G  – подгруппа Фраттини 

(центр) группы G   
– 1gA g Ag    

– A B  – полупрямое произведение групп 
A  и B  с A AB   

–   – порождение множеств, заключен-

ных в    

– nS  – симметрическая группа перестановок 

n  символов.  
 

2 Используемые результаты  
Лемма 2.1. Пусть A  C  и B  – подгруппы 

группы G  Тогда  
(1) [1] если AB BA L    то L – подгруппа в G; 
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(2) [1] если AB BA   AC CA   то 

;A C B C B A    

(3) [3] если H G  то p pH G H   для 

всех ( ).p H  

Лемма 2.2. Если A  B  G  как в лемме 2.1 и 
g gAB B A  для всех g G   то и y z z yA B B A  

для всех y G   .z G  

Доказательство. Пусть 1a a A    1b b B    

По условию 1 1
1 1ax bx x b xa    Пусть y z G    

1zy x    Тогда 1 1 1 1
1 1ayz bzy yz b zy a      Послед-

нее равенство после умножения слева на 1y   а 

справа – на y дает нам 1 1 1 1
1 1y ayz bz z b zy a y       

Лемма 2.3. Пусть A  и iB   1i n    – собст-

венные подгруппы группы G  и g g
i iAB B A  для 

всех g G  и всех 1i n    Тогда можно выбрать 

наибольшую по включению собственную под-
группу M, содержащую A, с этим свойством 

( g g
i iMB B M  для всех g G  и всех 1 ).i n   То-

гда имеет место одно из утверждений:  
(1) 1GM  ;  

(2) iG MB  или ( )G
i GB N M  для всех 1 .i n   

Доказательство. По лемме 2.1 (1) i iMB L   – 

подгруппа в ,G 1 .i n   Предположим, что суще-

ствует i  для которого iL L G    Предполо-

жим, что a L\ M  и ( )Ga N M N    Тогда 
aM M M D L      По леммам 2.1 (2) и 2.2 

x x
j jDB B D  для всех x G  и всех {1 }j n    

Это противоречит выбору M L G    Поэтому 
a N   Тогда и L N  ввиду произвольного вы-

бора элемента a L\ N   В частности, 

i iB L L N     Аналогично, g g
i iB MB K   – 

подгруппа в G  K G  так как в противном слу-

чае g
iMB G  и по [5, лемма VI.4.5] iL MB G    

что противоречит предположению iL L G     

Как и выше, g
iB K N    Ввиду произ-

вольного выбора g G  получается, что 
G
iY B N    Но Y G  и из леммы 2.1 (2) следу-

ет, что подгруппа MY  перестановочна со всеми 
подгруппами g

iB  для всех g G  и всех 

{1 }i n    Если MY G   то это противоречит 

выбору M   Поэтому, либо MY M   либо 

MY G   Но если Y M   то 1GM    Если 

MY G   то M G  и 1GM     

Поэтому можно считать, что iMB L G   

для всех {1 }i n   [5, лемма VI.4.5].                  

Лемма 2.4 [6]. Пусть A  – группа Шмидта. 
Тогда A  имеет следующие свойства.  

(1) p rA A A   p r  – простые числа, 

( )p pAA     m
ppA pA    где m  – наименьшее 

целое число такое, что r  делит 1;mp   

(2) если 2r    тo pA p   (следует из (1)  и 

[5, теорема I.17.4]);  
(3) rA y    

(4) ( ) ( ) ( ) r
pZ A A A y        

(5) Если 1 N A   то /A N  либо есть 
группа Шмидта, либо циклическая r-группа.  

Лемма 2.5 [7, лемма 2]. Пусть G N G    
Среди подгрупп, порождающих вместе с N  всю 
группу G выберем наименьшую относительно 
включения подгруппу L  Тогда G LN   

( )L N L     G LN N L L N     .  

Лемма 2.6 [8, лемма 5]. Пусть G N   

p rG G G    – группа Шмидта, а ( )N G    
Тогда либо G – группа Шмидта типа 

p rG G G   либо порождается своими собст-

венными p-замкнутыми подгруппами Шмидта.  
Лемма 2.7 [10, теорема 7.7.1]. Пусть A  B  

H  – подгруппы группы G A B    H A B    
Если H A  H B  то .H G  

Лемма 2.8 [11, следствие 7.3]. Если в конеч-
ной простой группе G  нет секций, изоморфных 

3S   то 2 1 2 1
2{ (2 ) (3 )}n nG Sz L   .  

Лемма 2.9. Если в группе G  имеется секция 

A B X     являющаяся подгруппой Шмидта и 

p rX X X     то и в группе G  имеется под-

группа Шмидта типа .p rX X X   

Доказательство. По лемме 2.5 в группе A  
имеется подгруппа L  такая, что LB A  и 

( )L B L     LB B L L B A B        По 

лемме 2.6 тогда и в группе L  имеется подгруппа 
Шмидта 0L  типа 0 0

p rL L                                         

Лемма 2.10 [15]. Неразрешимая группа G  
содержит такую подгруппу Шмидта K, кото-
рая является p-замкнутой pd-подгруппой Шмид-
та четного порядка, которая не добавляема в G.  

Отметим, что лемма 2.10 обобщает предло-
жение 1 работы [16]. 

Лемма 2.11. Пусть G A B   – группа, где 
A  B B     а B  – наибольшая по включе-
нию собственная подгруппа в G с этим свойст-
вом и 1GB    Если B  – нильпотентная группа, 

то G – разрешимая группа.  
Доказательство. Предположим, что G – не-

разрешимая  группа.  Пусть K  – p-замкнутая  
pd-подгруппа Шмидта четного порядка в G  ко-
торая существует по лемме 2.10. По условию 
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теоремы g gBK K B  для всех g G   Из леммы 

2.3 и условия теоремы следует, что G BK   (По 

условию для B  включения GB BK G   не-
возможно). Это противоречит лемме 2.10. Итак, 
G – разрешимая группа.                                          

Напомним упомянутый во введении резуль-
тат Кегеля.  

Лемма 2.12 [3]. Пусть H  – собственная 
подгруппа группы G  ( )H     Если H  пере-

становочна со всеми силовскими  -подгруппами 

pG   p  то H G  и .p pG H H   

Теорема 2.1. Пусть H   – собственная под-
группа группы G  и H H     Тогда в группе 
G  существует наибольшая по включению соб-
ственная подгруппа H  с тем же свойством 
H H    и H H    Тогда либо H G  либо 

группа GG G H   является разрешимой группой 

с нильпотентной подгруппой GH H H   и имею-

щая факторизацию ( )tG HO G   где ( ).t G  

Доказательство. По лемме 2.3 либо 
1GH    либо G HB   где ( )B G   Если 

1GT H    то рассмотрим группу G G T   и ее 

подмножество ( )G   Пусть ( )G    Пусть 

( )S G   p rS S S   По лемме 2.5 в группе S  

где S T S    имеется подгруппа L  такая, что 

TL S    S L L T      ( )L T L      По лем-

ме 2.6 L  есть либо группа Шмидта, либо поро-
ждается своими подгруппами Шмидта.  

По условию и лемме 2.1 (2) HL L H    Тогда 

H T L T T L T T H T

S T H T H T S T S H H S

        

          
 

Так как подгруппа S  пробегает все множество 

( )G   то получается, что ( ) ( )H G G H      

Предположим, что в группе G  имеется под-

группа ** ,H  содержащая H   наибольшая по 
включению относительно свойства 

** **( ) ( )H G G H     

Пусть ( ) ( )X H G     По лемме 2.3 
G

GX H    Аналогично, GH   содержит все под-

группы из множества ( )H    Тогда группа **H  – 

нильпотентная группа по [10, теорема 4.3.1]. 
(Если бы в группе **H  имелись подгруппы 
Шмидта, то по лемме 2.6 и в группе H   имелись 
бы вне GH   подгруппы Шмидта). Ясно также, 

что ** 1GH    По лемме 2.11 G  – разрешимая 

группа. По выбору H  **
G

H H H    т. е. G GH H    

В частности, из разрешимости группы G  следует, 

что в G  есть минимальная нормальная t-под-

группа M   Поэтому и **G H M H M     Если 

H M G   то HM G  и M H  по условию 
для H    

Если же ( )G    то G  – нильпотентная 

группа (как выше ** ).H  Но тогда **H G  Ес-

ли же 1GH    то для H  справедливы те же рас-

суждения, что и для **H  выше.                             
Отметим, что вопрос о строении группы с 

подгруппой H G  и условием H H    был 
поставлен второму автору Я.Г. Берковичем в 
1967 году после выхода работы [7].  

Рассмотрим некоторые модификации усло-
вия леммы 2.12.  

Теорема 2.2. Пусть H  – собственная под-
группа группы G  ( )H     Пусть выполняется 
одно из следующих условий:  

(1) { }p r    и H  – наибольшая относи-

тельно включения собственная подгруппа в G  
перестановочная со всеми силовскими p- и r-под-
группами группы G;  

(2) ( ) 1G    и H  – наибольшая по вклю-

чению собственная подгруппа в G, перестано-
вочная со всеми s- и t-силовскими  -подгруп-
пами группы G;  

(3) p  H  – наибольшая по включению 

собственная подгруппа из G  перестановочная 
со всеми силовскими p-подгруппами группы G.  

Тогда при выполнении условий (1)  и (2)  

1GH    При выполнении условия (3)  либо 

1GH    либо pG H G    ( ) 1pH G      либо 

pG H G   и 1p pH G H    и G  – не простая 

группа, исключая простые группы, указанные в 
[14, теорема 5.8].  

Доказательство. Предположим, что имеем 
условия (1) и (2) и 1GH    Тогда по лемме 2.3 

p rG HG HG   при условии (1) и sG HG   

tHG  для { }s t     по условию (2). Но тогда 

r pG G      делит H   и, соответственно, s tG G      
делит H    Но тогда H G   но не H G   Это 

противоречие показывает, что 1GH     
Предположим, что выполняется условие (3) 

и 1GH    По лемме 2.3 pG HG   Простые груп-

пы с такой факторизацией описаны в [14, теоре-
ма 5.8].                                                                      
 

Заключение  
В работе исследовано строение конечной 

группы, у которой собственная подгруппа пере-
становочна со всеми подгруппами Шмидта груп-
пы. Попутно доказано, что собственная подгруп-
па группы, порядок которой делится на простые 
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числа p  и r  ( )p r   которая перестановочна со 

всеми силовскими r- и p-подгруппами группы и 
является наибольшей по включению относитель-
но этого свойства, содержит нормальную под-
группу всей группы, отличную от 1.  
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